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1 Untersuchungen zu nicht-linearen Eigen-

schaften kardialer Dynamik

~Somehow a myth has arisen [...] that detailed mathematical and theoretical
analysis are not appropriate in biology. Certainly the mathematical training of
most biologists and physicians is minimal. Yet if the complex dynamic phenomena
that occur in the human body were to arise in some inanimate physical system [...]
they would be subjected to the most sophisticated experimental and theoretical

study.“ [GLASS & MACKEY 1988]

Konzepte und Methoden der nicht-linearen Dynamik oder -popularer- Chaosforschung
werden mittlerweile in vielen naturwissenschaftlichen Bereichen angewandt, um ein besseres
Verstandnis komplexer Systeme zu erreichen. Haufig hangt dabei der Fortschritt von der
effektiven Zusammenarbeit verschiedener Disziplinen ab, insbesondere dann, wenn der
Arbeitsbereich dort liegt, wo ,klassische” Methoden nur unzureichende Ergebnisse erzielt
haben. In der Kardiologie konnte die Untersuchung der nicht-linearen Dynamik der
Erregbarkeit und Eregungsfortleitung innovative Einsicht in Prozesse vermitteln, die bislang
als probabilistisch galten und deshalb rein phanomenologisch beschrieben worden sind.
Maoglicherweise ist die Chaosforschung sogar in der Lage, zum Beispiel gefahrliche kardiale
Arrhythmien auf der Grundlage des Verstandnisses der zugrundeliegenden nicht-linearen
Physiologie vorherzusagen und so die Intervention vor dem katastrophalen klinischen
Ereignis zu ermoglicherKprrAKCHOU et al. 1996 MORFILL & SCHMIDT 1994, ROSENBAUM et
al. 1994 ALBERT 1992,SKINNER et al. 1991].

Auf einer viel fundamentaleren Ebene geht es aber vor allem um ein verbessertes
Verstandnis des komplexen Systehsrz, von dem man sich neue Impulse sowohl fir die
Diagnostik als auch fir die Therapie verspricht, insbesonders dann, wenn sich wesentliche
Eigenschaften vereinfachend durch gleichartiges nicht-lineares Verhalten charakterisieren

lassen.



2 1 Untersuchungen zu nicht-linearen Eigenschaften kardialer Dynamik

Bevor hier mit einer Analyse der Dynamik der absoluten Arrhythmie ein Versuch in dieser
Richtung gezeigt werden soll, folgt zunachst ein kurzer Uberblick tber die eher an

mathematisch-physikalischen Modellen orientierten Untersuchungen der Herzdynamik:

1.1 Literaturtberblick

Ein friher Versuch zur mathematischen Modellierung der Herzaktivitat aus den 20er Jahren
dieses Jahrhunderts stammt v®maNn DER PoL, der das Herz aus drei nichtlinearen,
elektrischen Bauelementen, durch Entladungsrohren realisiert, stellvertretend fir Sinusknoten,
Vorhof und Kammer modellierte, wobei der AV-Knoten durch einen elektrischen Widerstand
reprasentiert wurde. Das Spannungsverhalten der Rohren ist durch eine nicht-lineare
Differentialgleichung beschrieben, die &sNn per PoL-Gleichung einige Berihmtheit in der
Mathematik erlangt hat [Bss & MACKEY 1988]:

d?x

dx
uA _ 2y YA _ (1-1)
at +(1-ex%) at +x=0

Fir einen bestimmten Bereich des Parametergzeigt der VAN-DER-PoL-Oszillator
grenzzyklisches Verhalten. Dementsprechend konnten die Autoren sowohl die reguléare
Herztatigkeit als auch Blockph&dnomene und einige Formen der Extrasystolie simulieren, so
dal3 aufgenommene Spannungskurven den entsprechenden EKG-Bildern glichen. Andere
frihe Versuche der mathematischen Modellierung von Erregungsleitungphdnomenen
stammen vonMoBITz 1924 und VONWIENER & ROSENBLUETH 1946 LIEBerRT 1991]. Mit
zunehmender Computerisierung wurden dann ab den 70er Jahren immer wieder
Modellierungsversuche unternommen, die auf der numerischen Methode der finiten Elemente
beruhen und die Verhaltensweise eines gréf3eren Komplexes gekoppelter, selbsterregbarer
Einheiten helfen solltenMoE et al. 1977 VoN CAPELLE & DURRER 1980, SMITH & COHEN
1984,RoBERGE et al. 1986McPHERSONet al. 1987]. Besonders erwahnt seien hier méoh
et al. 1964, die ein Modell eines flimmernden zwei-dimensional gedachten Vorhofs

vorstellten und aus diesem bereits die Existenz von mehreren unabhéngig imVorhof



1.1 Literaturiiberblick 3

zirkulierenden wavelets vorhersagten, noch ehe sie durch entsprechemapping
Untersuchungen direkt nachgewiesen werden konnten.

Ein anderer Zugang befaldt sich mehr mit physiologischen Beobachtungen und erkennt die
Verénderung der Phasenlage gekoppelter biologischer Oszillatoren als Ursache fur eine Fille
nichtlinearer PhanomenePAvLipis 1973, WINFREE 1980]. Mit einer ein-dimensionalen
Abbildung, der Phasenubergangskurve, wird das dynamische Verhalten von getriebenen
biologischen Oszillatoren beschreibbar. Bei periodischem Stimulus zeigt das Verhalten von
iterierten ein-dimensionalen Abbildungen, das heif3t Kreisabbildungen, die Dynamik des
beobachteten SystemGUevARA & GLAss 1982,GLass et al. 1984], so dal3 ein weitgehend
ausgearbeitetes Konzept aus der theoretische Physik verwendet werdenidgeamT [L991].

Damit kdonnen nun kardiale Blockphanomene durch Phasen-Kopmtagd-lockiny erklart

werden und das Auftreten irregularer Dynamiken bishin zum Ubergang ins Chaos scheinen
mdglich. Die Analyse zweier gekoppelter nicht-linearer Oszillatoren mit Hilfe der
Phasenuibergangskurven als sehr einfaches Herzmodell zeigte ahnliche komplexe Dynamik
[HONERKAMP 1983, STRITTMATTER & HONERKAMP 1984].

Ein mathematische Beschreibung der Phanomene rdestry und der kreisenden
Erregungehkann sich auf auf ein vaopekiN undHUxLEY 1952 aufgestelltes nicht-lineares
Differentialgleichungssystem stutzen, die fur die Beschreibung von Nervenimpulsen
entwickelt wurde. Hierbei werden Diskontinuitaten als Ursache fur nicht-lineare Phdnomene
angenommen. Auch auf mikroskopischer Skala wurden Diskontinuitaten entdeckt, deren
Bedeutung fir physiologische und pathologische Abweichungen von linear gedachten
Ablaufen im Herzmuskel erkannt wurdeBrPipcH & STARMER 1995, SpAcH et al. 1989].
Gemeinsam ist diesen Ansatzen, die Abweichungen vom regularen Herzrhythmus nicht so
sehr in unkontrollierten Extrasystolen, sondern in eher dynamischen Eigenschaften des
Myokards zu sehen, die durch Veranderungen, die zunéachst lokal auftreten, gefahrliche
Herzrhythmusstorungen mit kreisenden Erregungswellen hervorbringen kénnen.

Nicht-lineares Verhalten in lebenden Herzmuskelzellen wurde erstmaliGueuarA et al.

1981 beschrieben. Sie waren in der Lage durch intrazellulare Strominjektion in spontan

depolarisierende Ventrikelzellen von Hihnerembryonen sowohl periodische als auch nicht-
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periodische Rhythmen zu erzeugen. Dabeit traten eine Reihe von Phdnomenen auf, wie zum
Beispiel Phasenverdoppelungen yidhse-lockingdie in &hnlicher Form auch im Verhalten
determiniert gekoppelter Differenzengleichungen (beispielsweise in der klassischen
logistischen GleichunfMay 1976]) beim graduellen Verandern von einzelnen Parametern als
Vorlaufer von chaotischen Verhalten zu beobachten sind. Auf der Grundlage dieser
Ergebnisse entwickelten sie einfache nicht-lineare mathematisch-theoretische Modelle, die
das beobachtete Verhalten erklaren und sogar voraussagen konnten. Eine mdgliche klinische
Anwendung ihrer Beobachtungen liegt besonders in der Beobachtung der
Phasenverdoppelungen, die bemerkenswert mit denen korrespondieren, die in bestimmten
Formen von AV-Blockierungen beobachtet werden kénnen (2:1, 3:1, 4:1-Block). Hier mag
sich eine mogliche mathematisch Modellierung der AV-Uberleitung selbst anbakiesndt

al. 1985].

Wahrend diese Beobachtungen auf der Grundlage von Zellen, die intrinsische
Schrittmacheraktivitdt haben, gemacht wurden, konrdemLvo et al. 1987 auch an
PURKINJE-Fasern, die keine spontane Eigenaktivitat besitzen, ahnliche Phasenverdoppelungen
in der Aktionspotentialamplitude beobachten. Auf3erdem simulierten sie in ihrem Ansatz
Diskontinuitaten in bestimmten Faserbereichen und fanden, dal3 unter diesen Bedingungen
auch die Erregungsleitungsgeschwindigkeiten eine Dispersion in Bifurkationen aufwiesen.
Dies stellt ein Modell fur eine haufige klinische Situation dar. Eine Ischamie- oder
Infarktzone, die umgeben ist von intaktem Gewebe, provoziert aperiodisches Verhalten
aufgrund unterschiedlicher Erregungsleitungsgeschwindigkeiten bei unterschiedlichen
Herzfrequenzen. Die Dispersion tritt in einem solchen Fall nicht allmahlich auf, sondern
sprunghaft, wenn eine Bifurkationszone erreicht ist.

In in vivo-Verhéaltnissen beobachtet®rzenBeRG et al. 1984 an anasthesierten Hunden eine
Vielzahl hamodynamischer und elektrophysiologischer Effekte, die Anzeichen fir
prachaotischesverhalten seien. Wann immer diese charakteristischen Vorlaufer des Chaos
auftauchten, war die Schwelle fur die Induktion von Kammerflimmern signifikant gesenkt.
Diese Untersuchungen schlagen erstmalig die Briicke von rein elektrophysiologischen

vitro-Experimenten zu lebenden Systemen, in denen man eine Vielzahl anderer von den

! Vergleiche dazu auch eine Reihe von Beitragegrinsky 1984und einen Uberblick ifViNFREE 1987
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Untersuchern nicht berlcksichtigten Rickkopplungmechanismen annehmen kann.
Nichtsdestotrotz waren sie in der Lage auf der Grundlage ihrer Beobachtungen ein
Computermodell des Kammerflimmern zu entwickeln, das harmonische Interintervall-
Oszillationen aufwies und als Anzeichen fur einen chaotischen Rhythmus gewertet wurde.

GoLDBERGER et al. 1976) analysierten das Spektrum einer Spektralanalyse der digitalisierten
Wellenformen bei Kammerflimmern, das bei Hunden kunstlich erzeugt wurde. Sie
beobachteten ein schmales Frequenzspektrum, und da Chaos zumeist mit einem breiten
Spektrum in der Analyse der zugrundeliegenden Frequenzen assoziert wird, verwarfen sie die
bis dahin populare Idee, dall Kammerflimmern chaotisch sei. Unlangst jedoch beobachteten
CHEN et al. 1988 in einem ahnlichen Modell, dal} Kammerflimmern bei seinem Beginn ein
»Acht“-formiges Muster deseentrybildet, was allein schon ein schmales Frequenzspektrum
erklaren konnte. Dieser Einwand zeigt auch deutlich die Grenzen der Frequenzanalyse als
Instrument zur Charakterisierung von bestimmten biologischen Prozessen als ,chaotisch* auf.

Jungere Untersuchungen konnten mit einer endlichen Anzahl von in physiologischer Weise
gekoppelten Oszillatoren im Modell Kammerflimmern simulieren und auf diese Weise die
deterministische Natur dieser Erscheinung nahele@@sMACHER-LEIDINGER & SCHMID-
SCHONBEIN 1994].

GOLDBERGER et al. 1987 halten den normalen Sinusrhythmus durchaus fur chaotisch. Diese
auf den ersten Blick Uberraschende Ansicht 1aR3t sich recht treffend theoretisch fundieren: Das
~System®, das dem Sinusrhythmus zugrunde liegt, besteht aus dem Sinusknoten, einem
periodischen Oszillator, der kontrolliert wird durch eine Vielzahl nicht-linear gekoppelter
Mechanismen (Tonus des Vegetativums, Hormprelpad afterload, die verglichen mit der
Zeitskala der basalen Sinusfrequenz recht lange Ruckkopplungs-Schleifen haben. Dies stellt
fast perfekte Voraussetzungen fir die Induktion chaotischen Verhaltens dar.

Jungere Untersuchungen jedoch gehen davon aus, dal3 sich kein niedrig-dimensionales Chaos
in der normalen Herzschlagvariabilitat entdecken IGf#Ef RHEYMER et al. 1995KANTERS et
al. 1994]. Die Untersucher weisen jedoch auf den deterministischen Charakter der
Interintervallfluktuation hin.

Unlangst wurde in einer Vielzahl von Arbeiten nachgewiesen, dal3 der Verlust an

Komplexitat und Variabilitat der Herzfrequenz mit einem erhohten Risiko fur den plotzlichen
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Herztod als Ausdruck einer plétzlichen linksventrikularen Dysfunktion assoziest A et

al. 1993BIGGER et al. 1993 ZuaNETTI et al. 1991BIGGER et al. 1989KLEIGER et al. 1987,
LomBARDI et al. 1987 BERGER et al. 1986]. Dies scheint nicht verwunderlich, da ja in der
Neonatologie der Verlust an Herzschlagvariabilitat im Kardiotokogramm schon recht lange
mit fetal distressassoziert wird§cHECHTMAN et al. 1992].

SHRIER et al. 1987 konnten nicht-lineares Verhalten des AV-Knotens beim Menschen
nachweisen. AV-Knoten-Erholungszeiten wurden bei Patienten parametrisiert, indem die
Uberleitungszeit eines vorzeitigen Stimulus zumdis-Biindel als Funktion der
Repolarisationszeit des Herzschlages unmittelbar vor dem Extrastimulus aufgetragen wurde.
An diese Kurven wurde ein Satz nicht-linearer Gleichungen angepalit, die das Verhalten des
AV-Knotens nicht nur adaquat beschreiben, sondern auch eine Vielzahl von komplexen
Verhalten, wie die WeNckeBACH-Periodik und andere hohere AV-Rhythmen iterativ
simulieren koénnen. Diese Studie geht Uber die beschriebenen tierexperimentellen Arbeiten
hinaus und zeigt, daf3 mathematische Modelle in der Lage sind, zumindest in einem kurzen
Zeitrahmen das komplexe elektrodynamische Verhalten des intakten menschlichen Herzens
vorherzusagen.

Schlief3lich konntewinFrRee 1983 bemerkenswerte Voraussagen treffen Uber die Art und
Weise wie Kammerflimmern entsteht und sich unterhalt auf der Grundlage von allgemeinen
Betrachtungen (ber die topologischen Eigenschaften von biologisdingtrcycle
Oszillatoren machen. Er beschrieb, wie ein Depolarisationsfeld, daf? in einer bestimmten
Weise zu einem Repolarisationsfeld ausgerichtet ist einen Punkt bedingen kann, an dem der
Zustandsraum instabil wird, eine sogenarfitggularitatund so eine rotierende Spirale des
reentry im Myokardium schafft. Dieses Flimmerfeld ist ,Acht“-férmig oder kreisformig.
Verschiedene Aspekte dieser Hypothese sind mittlerweile auch experimentell nachgewiesen
worden [CHEN et al. 1988], was die Validitat der Anwendung abstrakter mathematischer
Prinzipien auf das Problem der kardialen Arrhythmien beweist.

Einen Ausblick auf eine mehr praktische Anwendung der Chaosforschung in der Kardiologie

bietet die Arbeit vonGARFINKEL et al. 1992, die die Tatsache nutzten, dafll sich die
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Trajektorien eines chaotischen System in einigen Bereichen des AttfaktoReitverlauf
infinitesimal nahern, bevor sie wieder exponentiell auseinanderweichen. Durch Linearisierung
in der Nahe eines periodischen instabilen Fixpunktes, eines sogenannten Rekurrenzpunktes, in
einem mittelsdelayKoordinaten rekonstruierten Attraktors der Herzdynamik flimmernder
embryonaler Herzzellaggregate, waren sie in der Lage, einen auf3eren Steuerparameter zu
bestimmen, und konnten den Herzrhythmus in diesem Préparat stabilisieren. Dieser Ansatz
geht auf GReeocl et al. 1987 zurick. Mdglicherweise sind diese Untersuchungen
richtungsweisend fur die zukunftige Entwicklung eisesart pacemakers

Zugleich aber werfen sie ein Licht auf einen hypothetischen ,Sinn“ einer chaotischen
Dynamik der physiologischen Herztatigkeit: Es ist denkbar, dal3 es die sensible Abhangigkeit
von Ausgangsbedingung nicht-linearer Systeme ist , die dem Organismus eine Steuerung der
Herztatigkeit in einem weiten Rahmen mit sehr kleinen Steuersignalen erméglicht und ihm so

gestattet, sehr schnell und flexibel auf wechselnde Umweltbedingungen zu reagieren.

2 Sjehe auch 1.2.1.
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1.2 Mathematische Grundlagen

Ein gegliederter Zusammenhang, dessen Glieder sinnvoll aufeinander abgestimmt sind, wird
im allgemeinen und im folgenden als System (grieabstnua) bezeichnet. Eine solche
Definition bedingt eine mehr oder minder willkirliche Grenzziehung zwischen dem
betrachteten System selbst und dem Rest der Wirklichkeit, mit dem es idealerweise gar nicht
oder nur in bekannter Weise interagieren sollte.

Das Verhalten nicht-linearer, komplexer Systeme laf3t sich durch die Messung seiner
Zustandvariablen erfassen. Es weist typischerweise eine gewisse Abhangigkeit von dem
jeweiligen Zustand des Systems auf im Gegensatz zu rein stochastischen Systemen, allerdings
ist das Langzeitverhalten nicht-linearer, komplexer Systeme nur recht begrenzt vorhersagbar
im Gegensatz zu klassischen, deterministischen Systemen.

Die Zustandsvariablen von den meisten nicht-trivalen Systemen unterliegen anregenden und
dampfenden Einflissen. Thermodynamisch abgeschlossene Systeme streben einen stabilen
Zustand, einersteady statean. Mathematisch gesprochen gilt fir eine Zustandvariabie
diesem Zustandx/dt = Q Wird unter Energieaufwand das System gestort kehrt estaady

state zurtick, wennt — co. Ein Beispiel fir einen solchesteady statgRegelkreis® ist der

a) dx/dt b) dx/dt

v

Grenzzyklus

Abb. 1-1: Phasenraumdiagramme) steady statenach einer
geringfugigen Storung; b) POINCARE-Grenzzyklus-
Oszillator
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Ortsvektor eines gedampften Pendels geringer Auslenkung in einem Schwerefeld (siehe
Abb. 1-1a)). Die Zustandsvariable bewegt sich im Ereignisraum des Systems, hier dargestellt
als Phasenraum aufgespannt durch Ort und Geschwindigkeit des Ortsvektors, auf einer
definierten Bahn, einer Trajektorie. Um solche Verhaltnisse zu beschreiben, bietet sich der
Begriff Homoistasean, da hier nach einer Einschwingphase eine Stase erreicht wird.

Biologische Systeme simglia definitionemmie thermodynamisch abgegrenzt; es handelt sich
um dissipative Systeme. lhre normale Funktionsweisetdady statemanifestiert sich durch
die Oszillilation ihrer Zustandvariablen um einen bestimmten Wert, der jedoch nur kurzzeitig
erreicht und durchlaufen wird, so daf} auch fur groBeetsdx/dt=0. Ein solcher Zustand
wird der oben gegebenen Definition fur die Homoiostase nicht gerecht, vielmehr bedingt die
Dynamik des Systems den Begritbmoiodynamik Mathematisch bendtigt maPoINCARES
Konzept desGrenzzyklus-Oszillatorsum diesen Zustand zu beschreiben. Dieser beschrieb
1881 erstmalig punktsymmetrische Differentialgleichungen, also keine real existierenden,
biologischen Systeme, mit einem solchen GrenzzykBsgfINKEL 1983] Abb. 1-1b) zeigt
die graphische Abbildung eines solchen Systems in einem Phasenraumdiagramm. Jedweder
Ausgangspunkt in einem solchen System mit Ausnahme des Ursprun@swird den
Grenzzyklus erreichen, werin— <. Es ist unmdglich, solche Grenzzyklen durch lineare
Gleichungeh oder in ein-dimensionalen Differentialgleichungen zu beschreibers$ &

MACKEY 1988].

Biologische Systeme missen nicht im strengen Sinne deterministisch-chaotisch sein, so daf3
sie streng durch gewdhnliche, nicht-linear gekoppelte Gleichungssysteme darstellbar sein
mufiten. Sie konnen aber mit Abstrichen auf solche Gleichungsysteme reduzierbar sein. Bei
naturlichen biologischen Systemen kdnnen wir haufig lediglich deren Verhalten Uber einen
begrenzten Zeitraum messen und aus den so gewonnen Mel3grol3en versuchen, eine
mathematischen Beschreibung der Systeme selbst zu erreichen.

Die beschriebenen Schwankungen um einen Gleichgewichtszustand, die sich in den
entsprechenden, gemessenen Parametern wiederspiegeln, enthalten Informationen Uber die

wechselwirkenden Prozesse und Uber die inneren Koppelungen des Systems. Wenn sich die

3Fir eine lineare Gleichung gilt sowol(x+y) = F(x)+F(y) als auchF(kx) = kF(x) Da beispielsweise
2°+3% = (2+3Y oderln(2x) = 2 In(x) sind dies Beispiele fiir nicht-lineare Gleichungen.
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Einflisse oder die inneren Koppelungen des Systems andern, kann es zu Ubergangen zu vollig
anderen Verhaltensweisen kommen.

In der Grundlagenforschung wird man durch Modenreduktion der beschreibenden
Gleichungen, d. h. eingiourier-Entwicklung nur bis zu den wichtigsten Moden, versuchen,
solche komplexen Systeme auf die zugrunde liegenden deterministisch-chaotischen Systeme
zu reduzieren, immer in der Hoffnung, dafl3 die grofiten Moden auch tatsachlich die
wesentlichen Eigenschaften beschreiben. Dieser Reduktionismus als wertvolles Werkzeug der
Grundlagenforschung muf3 nun bei komplexen Systemen an prinzipielle Grenzen stol3en und
durch Komplexitatsanalysen erganzt werdstogriLL & ScHMIDT 1994].Weiterhinergeben
sich aus der Forderundgl3 die gesamte Information in den verbliebenen Mel3daten verblieben
sein soll, Schwierigkeiten bei der Interpretation der Daten. Probleme tauchen insbesondere
dann auch, wenn das System durch intrinsisches Rauschen gestort wird oder durch starkes
extrinsisches Rauschen Uberlagert wird. Auch sind meistens die Zeitskalen der zu
beobachtenden Effekte unbekannt beziehungsweise uberdecken einen zu grol3en

Parameterraum.

1.2.1 Das Attraktorkonzept

Manche qualitative Eigenschaften von vielen derartigen dynamischen, biologischen

Systemen lassen sich darstellen durch autonome Evolutionsgleichungen des Typs

dx/dt = F(x), xe R 1-2)

wobei die Koordinaten vorx die Zustandsvariable des Systems in einem Phasenraum
bestimmt, dessen Dimensiordurch die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems bestimmt ist.
Die zeitliche Dynamik der Zustandvariablen wird durch eine in der Regel nicht-lineare

FunktionF bestimmt, so dal® die Lésung von (1-2)

“Diese Gleichung kann als autonomes System 1. Ordnung geschrieben werden, da eine eventuelle
Zeitabhangigkeit durch Einfihrung einer Koordinate t berlicksichtigt werden kanrsdHuster 1988] und
zum anderen viele Differentialgleichungen héherer Ordnung durch die Einfilhrung entsprechender Koordinaten
auf ein System 1. Ordnung reduzierbar singsgrT 1991].
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X(t) =¢, (X0)), (1-3)

uber den Phasenraumfly3und alle denkbaren Ausgangszustam{@® den Systemfluld zu
jeder Zeit t bestimmt. Fir den Phasenraumflu3 ist aufRer der kontinuierlichen
Phasenraumdarstellung wie in Abb. 1-1 auch eine stroboskopische Abbildungogein
POINCARE-Schnitt) denkbar, die das System als zeitdiskretisierte Funktion beschresiaRfr
1991].

Wie oben erwahnt handelt es sich bei natirlichen Systemen um offene Systeme. Fr solche
dissipativen Systeme bleibt das Phasenraumvolumen nicht erhalten, sondern konzentriert sich
im Zeitverlauf auf eine beschréankte Untermenge des PhasenrabmresikeL 1983]. Solche
asymptotischen Mengen, die fur fast alle Anfangsbedingurg@menN 1975] furt — o nach
einem vorubergehenden ,Einschwingverhalten® angestrebt werden, heift@ktoren Das
Attraktorbassin ist die Menge aller Anfangsbedingungen, die letztendlich vom Attraktor

,=angezogen“ werden. Ein Attraktérist eine Menge, die folgende Eigenschaften besitzt

(1) Aistinvariant unter dem Flul3, das heil3t ausA folgt auchg(x) e Aflr allet.

(2) A hat eine anziehende Umgebutg A, so dalip(x) — Afir allex € U undt — oo

(3) A kann nicht in mehrere verschiedene invariante, nicht miteinander verbundene Teile

aufgespalten werden.

Da alle drei Eigenschaften nicht in einer mathematischen Definition zu vereinigén sind
wird sich im allgemeinen begnlgt mit einer eher operationalen Definition, nach der ein
Attraktor die Gesamtmenge aller Punktéx) fir grof3e Zeitent ist, wobei sich die Trajektorie
im Langzeitverhalten innerhalb einer beschrankten Teilmenge des Phasenraums beliebig nahe
konmt. Das einfachste Beispiel ist der oben erwahnte Fixpunktattraktor (Abb. 1-1, Beispiel
a)), der im Ursprung des von Ort und seiner ersten Ableitung aufgespannten Phasenraums
liegt und dessen Bassin die gesamte Phasenraumebene umfal3t. Weitere Beispiele sind der
ebenfalls erwa